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ΓΙΑ ΤΟ ΜΑΘΗΤΗ

Το τεύχος που κρατάς έχει μια ιδιομορφία: σου δίνεται με τη σύσταση να μη το 
διαβάσεις. τουλάχιστο με την έννοια που διαβάζεις ένα άλλο βιβλίο για να κατανοήσεις 
το περιεχόμενό του.

Πράγματι, οι ασκήσεις που σου δίνει ο καθηγητής σου είναι για να εργαστείς μόνος. 
Γιατί το να λύσεις μια άσκηση σημαίνει πολλές φορές όχι μόνο ότι έχεις κατανοήσει την 
αντίστοιχη θεωρητική ύλη αλλά και ότι ξέρεις να τη χρησιμοποιήσεις για να δημιουργείς, 
να ανακαλύπτεις ή να επιβεβαιώνεις κάτι καινούργιο. Και αυτό έχει ιδιαίτερη σημασία 
για σένα τον ίδιο. Δεν μπορεί παρά να έχεις και συ τη φιλοδοξία να λύνεις μόνος χωρίς 
βοήθεια τις ασκήσεις, για να νιώθεις τη χαρά αυτής της δημιουργίας, της ανακάλυψης.

Πρέπει να ξέρεις ότι όταν δυσκολεύεσαι στη λύση μιας άσκησης, τις πιο πολλές φο-
ρές υπάρχει κάποιο κενό στη γνώση της αντίστοιχης θεωρίας. Πήγαινε πίσω λοιπόν στο 
διδακτικό βιβλίο κάθε φορά που χρειάζεται να εντοπίσεις και να συμπληρώσεις τέτοια 
κενά. Οπωσδήποτε πριν καταπιαστείς με τη λύση των ασκήσεων πρέπει να αισθάνεσαι 
κάτοχος της θεωρίας που διδάχτηκες.

Εκτός από την κατανόηση της θεωρίας μπορεί να βοηθηθείς στη λύση μιας άσκησης 
από τα παραδείγματα και τις εφαρμογές που περιέχει το διδακτικό σου βιβλίο. Αν παρόλ’ 
αυτά δε μπορείς να προχωρήσεις, στο τέλος του βιβλίου σου θα βρεις μια σύντομη υπό-
δειξη που ασφαλώς θα σε διευκολύνει.

Στις ελάχιστες περιπτώσεις που έχοντας εξαντλήσει κάθε περιθώριο προσπάθειας 
δε βρίσκεται η πορεία που οδηγεί στη λύση της άσκησης τότε και μόνο τότε μπορείς να 
καταφύγεις σʼ αυτό το τεύχος και μάλιστα για να διαβάσεις εκείνο το τμήμα της λύσης 
που σου είναι απαραίτητο για να συνεχίσεις μόνος.

Ουσιαστικά λοιπόν δεν το ’χεις ανάγκη αυτό το τεύχος. Σου παρέχεται όμως για τους 
εξής λόγους:
α) Για να μπορείς να συγκρίνεις τις λύσεις που εσύ βρήκες.
β) Για να σε προφυλάξει από ανεύθυνα «λυσάρια».
γ) Για να απαλλάξει τους γονείς σου από αντίστοιχη οικονομική επιβάρυνση.
δ)  Για να έχεις εσύ και οι συμμαθητές σου την ίδια συλλογή ασκήσεων που είναι έτσι 

επιλεγμένες ώστε να εξασφαλίζουν την εμπέδωση της ύλης.
ε)  Για να εργάζεσαι χωρίς το άγχος να εξασφαλίσεις οπωσδήποτε για κάθε μάθημα τις 

λύσεις των ασκήσεων.
Το τεύχος που κρατάς είναι λοιπόν φίλος. Να του συμπεριφέρεσαι όπως σ’ έναν φίλο 

που έχει δει πριν από σένα την ταινία που πρόκειται να δεις. μη του επιτρέψεις να σου 
αποκαλύψει την «υπόθεση» πριν δεις και συ το έργο. Μετά μπορείτε, να συζητήσετε. Η 
σύγκριση των συμπερασμάτων θα είναι ενδιαφέρουσα και προπαντός επωφελής.

(Από το Τμήμα Μ.Ε. του Π.Ι.)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

    1.1 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1. f ( )1 1 3 1 1 33= − ⋅ = − = −2

 f ( )2 2 3 2 8 63= − ⋅ = − = 2

 
3( 1) ( 1) 3( 1) 1 3f − = − − − = − + = 2.

2. ϕ( )0 = 6

 (1) 1 5 6= − + = 2ϕ .

 Έχουμε διαδοχικά:  ϕ( )t = 0

   2 5 6 0− + =t t

   

5 1
2
±

=t

   t = 2 ή t = 3.

3.  (0) 0 0 1 0h = συν − ηµ = − = 1

 
0 1

2 2 2
h π π π  = συν − ηµ = − = − 

 
1.

 Έχουμε διαδοχικά:  ( ) 0=h θ

   συνθ ‒ ημθ = 0

   ημθ = συνθ

   εφθ = 1

   
θ =

ππ
44

 ή θ π
π

= +
4 = 5π

4 .

4. 21 1(1) ln1 0
2 2

f = = ⋅ = 0

 
21 1( ) ln 2 ln

2 2
f e e e= = ⋅ ⋅ = 1.
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5. Πρέπει ( 1)( 2) 0− − ≠x x  ή ισοδύναμα 1x ≠  και 2x ≠ . 

 Άρα   Α = R – {1, 2}.

6. • Έχουμε διαδοχικά f x( ) < 0

   ( )( )x x− − <3 7 0

    3 < x < 7.

 • Πρέπει ( 3)( 7) 0− − ≥x x , οπότε 3≤x  ή 7≥x .
 Άρα  A −∞ ∪ ∞= ( ,3] [7,+ ) .

7. f x g x x x x( ) ( )+ = − − + − =3 2 1 2 12 3x2 ‒ 2

 
2( ) ( ) (3 2 1)(2 1)⋅ = − − −f x g x x x x

        
3 2 26 3 4 2 2 1= − − + − + =x x x x x 6x3 ‒ 7x2 + 1

 

f x
g x

( )
( )

=
− −
−

3 2 1
2 1

2x x
x

, x ≠
1
2

.

8.  Έχουμε

 i) 2 2

0
lim( 3 4) 0 3 0 4
x

x x
→

− + = − ⋅ + = 4

 ii) lim
x

x x
→−

− − − − − ⋅ −
2
= [(2 1)( + 4)] = ( 4 1)( 2 + 4) = 5 2 = 10  

 iii) 
4

1 1 1lim 4 2
24→

 + = + = + = 
 

5
2x

x
x

 iv) 
0

lim(2 3 ) 2 0 3 0 2 0 3 1
→

ηµ + συν = ⋅ ηµ + ⋅ συν = ⋅ + ⋅ = 3
x

x x

 ν) lim( )
x

x x
→

+ = ⋅ + = ⋅ + =
π
4

3 3
4 4

3 2
2

2
2

ηµ συν ηµ συν
π π 2 2 .

9.  Έχουμε

 i) 
2 2

2

4 ( 2) 4 4 4 0lim
3( 2) 3( 2 2) 12 12→−

− − − −
= = = =

− − − − −
0

x

x
x

 ii) 
2 2

2 21

5 5( 1) 5lim
1 ( 1) 1 1 1→−

−
= = =

+ − + +
5
2x

x
x

 iii) 
0

lim[( 1) ] (0 1) 0
→

+ συν = + ⋅ συν = 1
x

x x
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 iv)   Για 4≠x  έχουμε 
2 16 ( 4)( 4) 4

4 4
− − +

= = +
− −

x x x x
x x

 και επομένως

   

2

4 4

16lim lim( 4) 4 4
4→ →

−
= + = + =

−
8

x x

x x
x

.

 ν)   Για 5≠ −x  έχουμε 
2 25 ( 5)( 5) 5

5 5
− + −

= = −
+ +

x x x x
x x

 και επομένως

   

2

5 5

25lim lim ( 5) 5 5
5→− →−

−
= − = − − = −

+
10

x x

x x
x

.

 vi)   Για 2≠x  έχουμε 
22 3 2 (2 1)( 2) 2 1

2 2
− − + −

= = +
− −

x x x x x
x x

 και επομένως

   

2

2 2

2 3 2lim lim(2 1) 2 2 1 4 1
2→ →

− −
= + = ⋅ + = + =

−
5

x x

x x x
x

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1. Έχουμε  1 1

1 1( ) ( )
1 1

−
+ − = +

+ +x x

f x f x
e e

          

1

1

1 1
111

= +
++ x

x
e

e

          

1

1 1

1

1 1
= +

+ +

x

x x

e

e e

          

1

1

1

1

+
= =

+
1

x

x

e

e
.

2. Αφού οι τρεις πλευρές του ορθογώνιου που θα περιφραχτούν έχουν μή-
κος 100m και η μια πλευρά του είναι x, η άλλη πλευρά του θα είναι 
100 50

2 2
−

= −
x x  και το εμβαδόν του θα είναι ( ) 50

2
 = − 
 

xE x x  με 0 100< <x .
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3. •  Το μήκος της βάσης του κυλίνδρου είναι 2πr και 
σύμφωνα με τα δεδομένα έχουμε 2 20+ =r hπ . (1)
Ο όγκος του κυλίνδρου είναι 2= ⋅V r hπ .  (2)

Από την (1) έχουμε 20
2

−
=

hr
π

, οπότε η (2) γίνεται

220
2

− = ⋅ 
 

hV hπ
π

, άρα  με  0 < h < 20.

 •   Η επιφάνεια του ανοικτού κυλίνδρου είναι 2 2= + ⋅E r r hπ π . Όμως 
20 2= −h rπ , οπότε 2( ) 2 r (20 2 )E r r rπ π π= + ⋅ − , με r > 0 και 20 2 0− >rπ , 

δηλαδή 100 < <r
π

.

Άρα , 100 < r <
π

.

4.

 

 

•   Αν η γωνία θ είναι οξεία ή αμβλεία έχουμε ημθ = 
10
υ

 ή ηµ( )180 −θ  = 
10
υ

     αντιστοίχως, οπότε σε κάθε περίπτωση ισχύει ημθ = 
10
υ

, άρα υ = 10 · ημθ. (1)

 •    Έχουμε 1 1( ) 10 10 10
2 2

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅E θ υ ημθ ή E( )θθ == 50 ημθ.                (2)
       Οι τύποι (1), (2) ισχύουν και στην περίπτωση που 90θ = .

5. i) Για 5≠x  έχουμε 
( )( )

5 5 1
5 55 5

x x
x xx x

− −
= =

− +− +
, οπότε 

  5 5

5 1 1lim lim
5 5 5 5→ →

−
= = =

− + +
1

2 5x x

x
x x

.
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 ii) Για 0≠h  έχουμε

( )( )
1 1 1 1 1 1 1

(1 ) 1 1 11 1 1 1
h h h

h h hh h
+ − + − + −

= = =
+ − + ++ − + +

, οπότε

0 0

1 1 1 1lim lim
1 1 1 0 1→ →

+ −
= = =

+ + + +
1
2x x

h
h h

.

    1.2 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1. i)  • (3 ) (3) 3(3 ) 1 (3 3 1) 9 3 1 9 1 3+ − = + + − ⋅ + = + + − − =f h f h h h

•  Για 0≠h  έχουμε (3 ) (3) 3 3+ −
= =

f h f h
h h

.

•  Άρα 
0 0

(3 ) (3)(3) lim lim3
→ →

+ −′ = = = 3
h h

f h ff
h

.

 ii) • 2 2( 2 ) ( 2) ( 2 ) 5 [( 2) 5]− + − − = − + + − − +g h g h

            24 4 5 4 5 ( 4)= + − + − − = −h h h h .

•  Για 0≠h  έχουμε g h g
h

h h
h

h( ) ( ) ( )− + − −
=

−
= −

2 2 4 4.

•  Άρα 
0 0

( 2 ) ( 2)( 2) lim lim( 4)
→ →

− + − −′ − = = − = −4
h h

g h gg h
h

.

 iii)• 2 2(4 ) (4) (4 ) 2(4 ) (4 2 4)+ − = + + + − + ⋅h h hσ σ

         
2 216 8 8 2 16 8 10 ( 10)= + + + + − − = + = +h h h h h h h .

•  Για 0≠h  έχουμε (4 ) (4) ( 10) 10+ − +
= = +

h h h h
h h

σ σ .

•  Άρα 
0 0

(4 ) (4)(4) lim lim( 10)
→ →

+ −′ = = + = 10
h h

h h
h

σ σσ .

2. • 1 1 1 1(1 ) (1)
1 1 2 2 2 2(2 )

+ − = − = − = −
+ + + +

hf h f
h h h

.

 • Για 0≠h  έχουμε (1 ) (1) 1 1
2(2 ) 2(2 )

 + −
= ⋅ − = − + + 

f h f h
h h h h

.
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 • Άρα 
0 0

(1 ) (1) 1(1) lim lim
2(2 )→ →

 + −′ = = − = − + 

1
4h h

f h ff
h h

.

3. i) Έχουμε ( ) 2=L r rπ

 • (3 ) (3) 2 (3 ) 2 3 6 2 6 2+ − = + − ⋅ = + − =L h L h h hπ π π π π π .

 • Για 0≠h  έχουμε (3 ) (3) 2 2+ −
= =

L h L h
h h

π π .

 • Άρα 
0 0

(3 ) (3)(3) lim lim2
→ →

+ −′ = = =
h h

L h LL
h

π 2π.

 ii) Έχουμε 2( ) =E r rπ

 • 2 2 2(2 ) (2) (2 ) 2 (4 4 4) (4 )+ − = + − ⋅ = + + − = +E h E h h h h hπ π π π .

 • Για 0≠h  έχουμε (2 ) (2) (4 ) (4 )+ − +
= = +

E h E h h h
h h

π π .

 • Άρα 
0 0

(2 ) (2)(2) lim lim (4 )
→ →

+ −′ = = + =
h h

E h EE h
h

π 4π.

4. i)    Έχουμε 2( ) =E x x

 • 2 2 2(5 ) (5) (5 ) 5 25 10 25 (10 )+ − = + − = + + − = +E h E h h h h h .

 • Για 0≠h  έχουμε (5 ) (5) (10 ) 10+ − +
= = +

E h E h h h
h h

.

 • Άρα 
0 0

(5 ) (5)(5) lim lim(10 )
→ →

+ −′ = = + = 10
h h

E h EE h
h

.

 ii) Έχουμε 3( ) =V x x

 • 3 3(10 ) (10) (10 ) 10+ − = + −V h V h

             
3 2 2 3 310 3 10 3 10 10= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + −h h h

             
2(300 30 )= + +h h h

 • Για 0≠h  έχουμε

            V h V
h

h h h
h

h h( ) ( ) ( )10 10 300 30 300 30
2

2+ −
=

+ +
= + + .
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• Άρα ′ =
+ −

= + + =
→ →

V V h V
h

h h
h h

( ) lim ( ) ( ) lim( )10 10 10 300 30
0 0

2 300.
 
5.  i)  Πρέπει να υπολογίσουμε το (3)′f .

• 2 2 2(3 ) (3) (3 ) 3 9 6 9 (6 )+ − = + − = + + − = +f h f h h h h h

•  Για 0≠h  έχουμε (3 ) (3) (6 ) 6+ − +
= = +

f h f h h h
h h

.

•  Άρα 
0 0

(3 ) (3)(3) lim lim(6 ) 6
→ →

+ −′ = = + =
h h

f h ff h
h

.

Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης θα έχει τη μορφή
6= +y x β .

Η εφαπτομένη αυτή όμως θα διέρχεται και από το σημείο (3, (3))fΑ , 
δηλαδή από το (3,9)Α  και επομένως θα ισχύει 9 6 3= ⋅ + β , οπότε 9= −β .
Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης είναι y = 6x ‒ 9.

 ii) Πρέπει να υπολογίσουμε το (4)′f .

• (4 ) (4) 2 4 2 4 2( 4 2)+ − = + − = + −f h f h h .

•  Για 0≠h  έχουμε 
( )2 4 2(4 ) (4) 4 22

(4 ) 4

hf h f h
h h h

+ −+ − + −
= =

+ −

    ( )( )
4 2 22

4 24 2 4 2
h

hh h
+ −

= =
+ ++ − + +

•  Άρα 
0 0

(4 ) (4) 2 2 2 1(4) lim lim
4 24 2 4 2→ →

+ −′ = = = = =
+ + +h h

f h ff
h h

.

Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης θα έχει τη μορφή
1
2

= +y x β .

Η εφαπτομένη αυτή όμως θα διέρχεται και από το σημείο (4, (4))fΑ , 

δηλαδή από το (4,4)Α  και επομένως θα ισχύει 14 4
2

= ⋅ + β , οπότε 2=β .

Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης είναι y = 1
2

x + 2.
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    1.3 ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1. i) ( 5) 0′− =  ii) 4 3( ) 4′ =x x  iii) 9 8( ) 9′ =x x .

2. i)   
3 3 11
2 2 23 3

2 2
−

′ 
= = 

 
x x x

 ii)  3 3 1 4( ) 3 3− − − −′ = − = −x x x

 iii) 5 5 1 6( ) 5 5− − − −′ = − = −x x x .

3.  i)   ( )
1 1 213 3 3 3

3 2

1 1 1 1
3 3 3

− −
′ ′ = = = = 

 
x x x x

x

 ii)  ( )
2 2 315 2 5 5 5

5 3

2 2 2 1
5 5 5

− −
′ ′

= = = = 
 

x x x x
x

.

4.  i)   
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

− − − −
′′    = = − = − = − = −  

   
x x x

x x xx

 ii)  
1 1 41
3 3 3

3 33 4

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3

− − − −
′′    = = − = − = − = −  

   
x x x

x x xx

 iii) 
2 2 71
5 5 5

5 5 52 7 2

1 2 2 2 1 2 1
5 5 5 5

− − − −
′ ′   

= = − = − = − = −   
   

x x x
x x x x

.

5. i)   3 3 2 2(4 ) 4( ) 4 3 12′ ′= = ⋅ =x x x x

 ii)  5 5 6 6(6 ) 6 ( ) 6 ( 5) 30− − − −′ ′= ⋅ = ⋅ − = −x x x x

 iii) 20 19 192 2 20 8
5 5

′ − = − ⋅ ⋅ = − 
 

x x x .

6. i)   
1
4

4

6( ) 6
−−

= = −f x x
x

 και επομένως
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1 1 1 51
4 4 4 4

4

1 3 3 1( ) 6 6 6
4 2 2

− − − − −
′ ′     ′ = − = − = − ⋅ − ⋅ = = ⋅     

    
f x x x x x

x x
.

 ii)  
1 3
2 2( ) 6 6 6= = ⋅ =f x x x x x x  και επομένως

 

3 3 11
2 2 23( ) 6 6 9 9

2
−

′ 
′ = = ⋅ = = 

 
f x x x x x.

7.  i)   4 2 4 2 3( 3 ) ( ) (3 ) 4 6′ ′ ′+ = + = +x x x x x x

 ii)  2 2
2 2

3 3 3 35 ( ) (5) 2 0 2
′ ′   ′ ′+ + = + + = + − = −   

   
x x x x

x x x x

 iii) Έχουμε 
2 22 1 2 1 12+ −

= + − = + −
x x x x x

x x x x x
 και επομένως

       

2

2 2

2 1 1 1 12 1 0 1
′ ′ + −  = + − = + + = +   

  

x x x
x x x x

.

8. i)   3 3 2(8 5) (8 ) ( ) (5) 24′ ′ ′ ′− ηµ + = − ηµ + = − συνx x x x x x

 ii)  2 2[6 8( )] (6 ) (8( )) 6 8(2 1)x x x x x x x x′ ′ ′συν − + = συν − + = − ηµ − +

9. i)   ( )3 4 3 4 3 4( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1)′ ′ ′+ + = + + + + +x x x x x x

           
2 4 3 33 ( 1) 4 ( 1)= + + +x x x x

           
6 2 6 33 3 4 4= + + +x x x x

           
6 3 27 4 3= + +x x x .

 ii)  ( (1 )) ( ) (1 ) (1 )′ ′ ′ηµ − συν = ηµ − συν + ηµ − συνx x x x x x

          (1 )= συν − συν + ηµ ⋅ ηµx x x x

          
2 2= συν − συν + ηµx x x

          2= συν − συνx x .

10. i)   ( 3( 1)( 1)) ( ) (3( 1)( 1))′ ′ ′συν + + − = συν + + −x x x x x x x x

            3( 1 1)= συν − ηµ + − + +x x x x x

        6= συν − ηµ +x x x x
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