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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας περιλαμβάνει την ύλη των Μαθηματικών, 
όπως προβλέπεται από το πρόγραμμα σπουδών της Θετικής και Τεχνολογικής 
Κατεύθυνσης της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου.
Το βιβλίο αυτό προήλθε από αναμόρφωση του βιβλίου των Μαθηματικών της 2ης 
και της 4ης δέσμης της Γ΄ τάξης του Γενικού Λυκείου και αποτελείται από δύο 
μέρη.
● Το πρώτο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑΛΓΕΒΡΑ, αποτελείται από δυο κεφάλαια.
— Το πρώτο κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στη Θεωρία των Πινάκων, 
η οποία μεταξύ άλλων είναι ένα εργαλείο για τη μελέτη των Γεωμετρικών 
Μετασχηματισμών και των Γραμμικών Συστημάτων, τα οποία μελετώνται στο 
ίδιο κεφάλαιο.
— Το δεύτερο κεφάλαιο εισάγει στους Μιγαδικούς Αριθμούς, οι οποίοι είναι 
προέκταση των Πραγματικών Αριθμών. Οι Μιγαδικοί Αριθμοί ανακαλύφθηκαν 
την περίοδο της Αναγέννησης στην προσπάθεια επίλυσης εξισώσεων τρίτου 
βαθμού. Όμως, στους αιώνες που ακολούθησαν αποδείχτηκε η μεγάλη σημασία 
τους για πάρα πολλά προβλήματα της μαθηματικής επιστήμης και των εφαρμογών 
της.
Το κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο των Μαθηματικών Θετικής 
Κατεύθυνσης Β΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου των συγγραφέων: Αδαμόπουλου Λ., 
Βισκαδουράκη Β., Γαβαλά Δ., Πολύζου Γ. και Σβέρκου Α.
● Tο δεύτερο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑΝΑΛΥΣΗ, αποτελείται από τρία κεφά-
λαια.

— Το πρώτο κεφάλαιο σηματοδοτεί ένα νέο ξεκίνημα. Είναι το πέρασμα από τις 
πεπερασμένες πράξεις στις «άπειρες διαδικασίες». Τα σπέρματα της έννοιας του 
ορίου υπάρχουν ασφαλώς με πολύ σαφή και συγκεκριμένο τρόπο στα γραπτά του 
Αρχιμήδη. Η ανάπτυξη, όμως, αυτής της έννοιας έγινε στα χρόνια της  Αναγέννησης 
και έκτοτε κατέχει κεντρική θέση στον κόσμο των μαθηματικών εννοιών.
Κατ’ αρχάς στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται βασικές – και ήδη γνωστές στους 
μαθητές – έννοιες των συναρτήσεων, καθώς και μερικές ακόμη βασικές έννοιες 
της Ανάλυσης. Στη συνέχεια εισάγεται η έννοια του ορίου στο x0∈R, η έννοια 
του ορίου στο +∞  και στο ∞  και δίνονται οι πιο χαρακτηριστικές ιδιότητές του. 
Τέλος, δίνεται η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης και παρουσιάζονται οι 
βασικότερες ιδιότητές της.
— Στο δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι έννοιες της παραγώγου και 
του ολοκληρώματος αντιστοίχως και γίνεται χρήση των εννοιών αυτών σε πολλές 
εφαρμογές. Η παράγωγος και το ολοκλήρωμα είναι κατά κάποιο τρόπο οι δύο 
διαφορετικές όψεις του ίδιου νομίσματος. Σε μια έκφρασή τους είναι η κλίση της 

       



εφαπτομένης και το εμβαδόν, σε άλλη η ταχύτητα και το μήκος της τροχιάς ενός 
κινητού κτλ.

Αυτό το βιβλίο ως ανθρώπινο δημιούργημα δεν είναι τέλειο. Ο μόνος τρόπος 
για να έχουμε στα σχολεία μας ύστερα από μερικά χρόνια ένα καλύτερο μέσο 
διδασκαλίας είναι ο νηφάλιος και ελεύθερος διάλογος, τον οποίο η επιστημονική 
παράδοση έχει καθιερώσει για αιώνες τώρα. Γι’ αυτό το λόγο η συγγραφική 
ομάδα με ιδιαίτερη ικανοποίηση θα δέχεται σχόλια και παρατηρήσεις για το 
βιβλίο από οποιονδήποτε – συνάδελφο, μαθητή ή άλλο πολίτη – ενδιαφέρεται 
για τα ζητήματα της παιδείας. Τα σχόλια και οι παρατηρήσεις μπορούν να 
αποστέλλονται στο Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, Μεσογείων 396, 153 10 Αγία 
Παρασκευή.

Οι Συγγραφείς
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1.1 ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Το σύνολο των πραγματικών αριθμών
Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο R των πραγματικών αριθμών αποτελείται από τους ρητούς 
και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνεται με τα σημεία ενός άξονα, τ ο υ  ά ξο ν α 
τ ω ν  π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν . (Σχ. 1)

Ρητοί αριθμοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή 
α
β , όπου α, 

β ακέραιοι με β ≠ 0. Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται με Q. 

Είναι, δηλαδή,

 







α
β

α,β ακέραιοι με β 0≠ .

Υπενθυμίζουμε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθμών είναι το

 = − − −{ , , , , , , , ,...} 3 2 1 0 1 2 3 ,

ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι το

 = { , , , ,...}0 1 2 3 .

Για τα σύνολα N, Z, Q και R ισχύει: 

⊆ ⊆ ⊆Q R.

Τα σύνολα N Z− − −{ }, { }, { }0 0 0Q  και −{ }0R  τα 
συμβολίζουμε συντομότερα με N*, Z*, Q* και R* αντι-
στοίχως.

1 OΡΙΟ -
 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

 x΄   x

  π  e 3

  5  4  3  2  1  0 −1 −2 −3 −5  −4

 1

R

Q

       



12 1 OΡΙΟ – ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Πράξεις και διάταξη στο R
Στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών ορίστηκαν οι πράξεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασμού και με τη βοήθειά τους η αφαίρεση και η διαίρεση. Οι ιδιότητες των 
πράξεων αυτών είναι γνωστές από προηγούμενες τάξεις. Στη συνέχεια ορίστηκε η έννοια 
της διάταξης, οι σπουδαιότερες ιδιότητες της οποίας είναι οι:

Διαστήματα πραγματικών αριθμών
 
● Αν α,β∈R με α < β, τότε ονομάζουμε διαστήματα  
με άκρα τα α, β καθένα από τα παρακάτω σύνολα:

             ανοικτό διάστημα

               κλειστό διάστημα

                κλειστό-ανοικτό διάστημα

                            ανοικτό-κλειστό διάστημα.

1) Αν βα ≥  και γβ ≥ ,  τότε γα ≥  

2) γβγαβα +≥+⇔≥  

3) 
, όταν 0

ενώ
, όταν 0

α β αγ βγ γ

α β αγ βγ γ

≥ ⇔ ≥ >


 ≥ ⇔ ≤ <

. 

4) 

Αν και , τότε
και

Aν και , τότε .
0

α β γ δ
α β γ δ

α, β, γ, δ

α γ β δ

αγ βδ

≥ ≥ + ≥ +
 ≥ ≥ 
   ≥  

  > 

 

5) Αν 0≥α,β  και *ν∈N , τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

νν βαβα ≥⇔≥  

6) )0και0(0 ≠≥⇔≥ βαβ
β
α  

7) Αν αβ > 0, τότε ισχύει η ισοδυναμία 

βα
βα 11

≤⇔≥ . 

 

  R

R

R

R
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● Αν α∈R, τότε ονομάζουμε μη φραγμένα διαστήματα με άκρο το α καθένα από τα 
παρακάτω σύνολα:

R

R

R

R

Υπό μορφή διαστήματος το σύνολο R το συμβολίζουμε με ( , )−∞ +∞ .

Τα σημεία ενός διαστήματος Δ, που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγονται εσω-
τερικά σημεία του Δ.

Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού
Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α, που συμβολίζεται με | |α , ορίζεται ως 
εξής:

Γεωμετρικά, η απόλυτη τιμή του α παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από το μη-
δέν,

ενώ η απόλυτη τιμή του α – β παριστάνει την απόσταση των αριθμών α και β.

Μερικές από τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής είναι οι εξής:





<−
≥

=
0αν,
0αν,

||
αα
αα

α

1) 22|| αα =  2) ||2 αα =  

3) |||||| βααβ ⋅=  4) 
||
||

β
α

β
α
=  

5) |||||||||| βαβαβα +≤+≤−  6) δxxδxδxx +<<−⇔<− 000 || ,  0>δ  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Να γραφούν υπό μορφή διαστήματος ή ένωσης διαστημάτων τα σύνολα:

i) 






 ≤= 11  ii) 









<−= 12A 1 . x
x

x
x

ΛΥΣΗ

i) Είναι 1 1 0 1 1
x x

≤ ⇔ ≤ −

⇔ ≤
−0 1x
x

⇔ − ≥x x( )1 0  και x ≠ 0

⇔ <x 0 ή x ≥1.

Άρα A = −∞ ∪ +∞( , ) [ , )0 1 .

ii) Είναι 1 2 1 1 1 2 1
x x

− < ⇔ − < − <

⇔ < <1 1 3
x

⇔ > >1 1
3

x .

Άρα A = 







1
3

1, .

1.2 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Η έννοια της πραγματικής συνάρτησης

Η έννοια της συνάρτησης είναι γνωστή από προηγούμενες τάξεις. Στην παράγραφο αυτή 
υπενθυμίζουμε τον ορισμό της πραγματικής συνάρτησης με πεδίο ορισμού ένα υποσύ-
νολο του R, επαναλαμβάνουμε γνωστές έννοιες και τέλος ορίζουμε πράξεις μεταξύ των 
πραγματικών συναρτήσεων.
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ΟΡΙΣΜΟΣ

Έστω Α ένα υποσύνολο του R. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο 
ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f , με την οποία κάθε στοιχείο x A∈  αντι-
στοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της  f στο x 
και συμβολίζεται με f (x).

Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε:

f A: → R

x f x→ ( ).

—   Το γράμμα x, που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρτητη μετα-
βλητή, ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της  f  στο x, λέγεται εξαρτημένη 
μεταβλητή.

—   Το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης  f  συνήθως συμβολίζεται με Df .

—   Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της  f  σε όλα τα x A∈ , λέγεται σύνολο 
τιμών της  f  και συμβολίζεται με f (A). Είναι δηλαδή:

f A y y f x( ) { | ( )= =  για κάποιο x A∈ }.

ΠΡΟΣΟΧΗ
Στα επόμενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου :

—   Θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισμού διάστημα ή ένωση 
διαστημάτων.

—   Όταν θα λέμε ότι “Η συνάρτηση f είναι ορισμένη σ’ ένα σύνολο Β”, θα εννοούμε 
ότι το Β είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της. Στην περίπτωση αυτή με  f (B) θα 
συμβολίζουμε το σύνολο των τιμών της  f  σε κάθε x B∈ . Είναι δηλαδή:

f B y y f x( ) { | ( )= =  για κάποιο x B∈ }.

Συντομογραφία συνάρτησης

Είδαμε παραπάνω ότι για να οριστεί μια συνάρτηση  f  αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία:

● το πεδίο ορισμού της και

● η τιμή της,  f (x), για κάθε x του πεδίου ορισμού της.

Συνήθως, όμως, αναφερόμαστε σε μια συνάρτηση  f  δίνοντας μόνο τον τύπο με τον 
οποίο εκφράζεται το f (x). Σε μια τέτοια περίπτωση θα θεωρούμε συμβατικά ότι το πεδίο 
ορισμού της  f είναι το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών x, για τους οποίους το 
f (x) έχει νόημα. Έτσι, για παράδειγμα, αντί να λέμε “δίνεται η συνάρτηση f ,:( , ]−∞ →2 R

       




