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�11.. B·ÛÈÎÔ›  ÔÚÈÛÌÔ›

ŒÛÙˆ f ÌÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜.

ñ °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M(x, y) ÂÓfi˜ Î·Ú-
ÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘ ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ y = f(x).

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ Cf. E›Ó·È ‰ËÏ·‰‹
Cf = {M(x, y) / y = f(x)}.

ñ H ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) [ÌÂ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ x Î·È y], Ë ÔÔ›· Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi
ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Cf Î·È ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ·fi Î·Ó¤Ó· ¿Ï-
ÏÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘, Ï¤ÁÂÙ·È ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ f.

�22.. E ›Ó· È  Î¿ıÂ Î·Ì‡ÏË (Û ’ ¤Ó· Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ·
·ÍfiÓˆÓ xOy)  ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜;

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ·Ó Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹
x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y) Ë Î·Ì‡ÏË Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·.
i) ii)

35 °Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

� £ÂˆÚ›·
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i)  ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y)
Â˘ıÂ›· Â Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÛÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿
ÛËÌÂ›·, Ù· M Î·È N. £· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë C ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, ÂÚÁ·˙fi-
ÌÂÓÔÈ ÌÂ ··ÁˆÁ‹ ÛÂ ¿ÙÔÔ. ŒÛÙˆ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ C f = C [‰ËÏ·‰‹ Ô˘ Ó·
¤¯ÂÈ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙËÓ C].

AÓ x0 Â›Ó·È Ë ÎÔÈÓ‹ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙˆÓ M, N Î·È „1, „2

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· (ÌÂ „1 ≠ „2) ÔÈ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ f(x0) = y1 [‰ÈfiÙÈ M(x0, y1) ∈ Cf]
Î·È f(x0) = y2 [‰ÈfiÙÈ N(x0, y2) ∈ Cf]. A˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ ÁÈ·Ù› ·fi ÙÔÓ ÔÚÈ-
ÛÌfi ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô x0 ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f Ó·
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ f ÛÙ· ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· y1, y2.

ii) ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y) Â˘-
ıÂ›· Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÙËÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÂ ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛË-
ÌÂ›Ô (‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›· ÙË˜ C ÌÂ ÙËÓ
›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË). ŒÛÙˆ A ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤-
ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË
f : A → � Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ x ∈ A ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙËÓ ÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ (ÌÔÓ·‰ÈÎÔ‡, fiˆ˜ Â›‰·ÌÂ) ÛËÌÂ›Ô˘
ÙË˜ C ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x.

OÚ›˙ÂÙ·È ¤ÙÛÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Ë C.
ÕÚ· Ë C Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

§§‡‡ÛÛËË

KKEEººAA§§AAIIOO 66:: BA™IKE™ ENNOIE™ TøN ™YNAPTH™EøN

304

MÈ· Î·Ì‡ÏË C Û’ ¤Ó· Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ xOy Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-
Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·-
‚ÏËÙ‹ y) ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó Î¿ıÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( //y �y) Â˘ıÂ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C ÛÂ
¤Ó· ÙÔ ÔÏ‡ ÛËÌÂ›Ô [‹, ·ÏÏÈÒ˜, ·Ó ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›·
ÙË˜ C ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË].

[EÔÌ¤Óˆ˜ Ë C ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÌÂ ÙËÓ C ‰‡Ô (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ·)
ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙËÓ C ‰‡Ô (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂ-
Ú·) ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË.]
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�¶fiÙÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô N(x 0 , y0) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ [N(x 0 , y0) ∈ Cf ⇔ f(x0) = y0]

�3.  ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) = 2 + √x – 3 . N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ù· ÛËÌÂ›·
N1(12, 5), N2(4, 10) Î·È N3(2, ·) ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(12) = 2 + √12 – 3  = 5 = yN1

EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N1 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(4) = 2 + √4 – 3  = 3 ≠ 10 = yN2

EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N2 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

ñ H ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 2 ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ N3 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  A = [3, +∞)
ÙË˜ f, ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ N3 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f.

�4.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ · ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(2, –3) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-
Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = ·x3 + 5.

TÔ ÛËÌÂ›Ô N(2, – 3) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfi-
ÙËÙ· f(2) = – 3,  ‰ËÏ·‰‹  · · 23 + 5 = – 3,  ‰ËÏ·‰‹ 8· = – 8, ‰ËÏ·‰‹ · = –1.

§§‡‡ÛÛËË

§§‡‡ÛÛËË
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§˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜

ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô N(x0, y0) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·Ó
Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ· f(x0) = y0.
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�E‡ÚÂÛË ÙÈÌ‹˜ f(x0) Î·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·fi ÙËÓ Cf

�5.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N·
‚ÚÂ›ÙÂ:

i)  ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ f(2) Î·È f(6), ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó.

ii) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.

i)  

ñ Afi ÙË ı¤ÛË x = 2 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x [‰ËÏ·‰‹
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 0)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· Â // y �y
Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô M. Afi ÙÔ
M Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· ˙ // x � x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· y �y ÛÙË ı¤ÛË 5 [‰ËÏ·‰‹ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
(0, 5)]. ÕÚ· f(2) = 5.

ñ Afi ÙË ı¤ÛË x = 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ
Â˘ıÂ›· Â � // y �y Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ,
‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf. ÕÚ· ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f ÁÈ· x = 6.

ii) 

H f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ A = {x ∈ � / 1 ≤ x < 4} = [1, 4).

�¶Ò˜ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ·Ó ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÌÈ·˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f – °Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) = Î

�6.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
ÂfiÌÂÓÔ Û¯‹Ì·.

§§‡‡ÛÛËË
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°ÂÓÈÎ¿, ÙÔ f(x0) Â›Ó·È Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÂÎÂ›ÓÔ˘ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Cf ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0 (ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô).

TÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ
ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ A, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙË˜
Cf (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ C f) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤-
ÓˆÓ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Â›Ó·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f.
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i)  N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f Ô
·ÚÈıÌfi˜:

·) 4     ‚) 5     Á) 6     ‰) 2

ii) N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 6
[‰ËÏ·‰‹ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÏ· Ù· x ÁÈ· Ù·
ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ f(x) = 6].

i)  

·) Afi ÙË ı¤ÛË 4 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y [‰ËÏ·‰‹
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 4)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›·
Â // x �x Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ
ÛÙÔ Û¯‹Ì·, Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ C f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
M. ÕÚ· ÙÔ 4 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f [Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ f(2) = 4].

‚) Afi ÙË ı¤ÛË 5 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘-
ÌÂ Â˘ıÂ›· Â� // x �x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô N. ÕÚ· ÙÔ 5 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f
[·Ó x0 Â›Ó·È Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ N, ÙfiÙÂ
f(x0) = 5].

Á) Afi ÙË ı¤ÛË 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· Â� � // x �x Ë ÔÔ›· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ
Cf ÛÙ· ÛËÌÂ›· P Î·È ™. ÕÚ· ÙÔ 6 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f [Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ f(3) = f(7) = 6].

‰) Afi ÙË ı¤ÛË 2 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘ıÂ›· // x �x Ë ÔÔ›·, fiˆ˜ ‚Ï¤-
Ô˘ÌÂ ÛÙÔ Û¯‹Ì·, ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf. ÕÚ· ÙÔ 2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f.

ii) 

AÓ Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ·fi ÙË ı¤ÛË 6 ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y Â˘ıÂ›· // x �x, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ
·˘Ù‹ Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Cf ÛÙ· ÛËÌÂ›· P Î·È ™ (Î·È ÌfiÓÔ Û’ ·˘Ù¿). OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ
P Î·È ™ Â›Ó·È 3 Î·È 7 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŒÙÛÈ, Ë ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 6 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ 3 Î·È 7 (Î·È ÌfiÓÔ ·˘ÙÔ‡˜).

§§‡‡ÛÛËË
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O ·ÚÈıÌfi˜ y0 Â›Ó·È ÙÈÌ‹ ÙË˜ f ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ x0 ∈ Df ÌÂ f(x 0 ) = y0, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C f ÌÂ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y0.

P ™

N
M

OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = Î Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f Ù·
ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ›ÛË ÌÂ Î.
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�°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) >< Î

�7.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜
Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È
ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N· Ï‡ÛÂÙÂ
ÙÈ˜ ·ÓÈÛÒÛÂÈ˜:

i) f(x) > 0       ii) f(x) > 2

iii) f(x) ≥ 2     iv) f(x) < 0

AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

i)   Ë ·Ó›ÛˆÛË f(x) > 0 ·ÏËıÂ‡ÂÈ ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó:
– 3 ≤ x < –1  ‹  3 < x < 8 [f(x) > 0 ⇔ (– 3 ≤ x < –1  ‹  3 < x < 8)]

ii)  f(x) > 2 ⇔ 4 < x < 6

iii) f(x) ≥ 2 ⇔ x = – 3  ‹  4 < x < 6

iv) f(x) < 0 ⇔ –1 < x < 3

§§‡‡ÛÛËË
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OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > Î Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f Ù·
ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi Î. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙËÓ
·Ó›ÛˆÛË f(x) > Î:

ñ Afi ÙË ı¤ÛË Î ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y [‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, Î)] Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ Â˘-
ıÂ›· Â // x �x.

ñ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ C f Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Â.

ñ ¶ÚÔ‚¿ÏÏÔ˘ÌÂ ·˘Ù¿ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘˜) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
x �x.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Â›Ó·È ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂ-
ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > Î.

AÓ¿ÏÔÁ· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ·Ó›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) < Î.
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�°Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) = g(x)
Î·È ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ f(x) >< g(x)

�8.  ™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜
ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰‡Ô Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f Î·È g. N· Ï‡ÛÂÙÂ:

i)   ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x).

ii)  ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË f(x) > g(x).

iii) ÙË «‰ÈÏ‹ ·Ó›ÛˆÛË»:

·) f(x) > 0 > g(x)

‚) f(x) < 0 < g(x)

i) 

ñ T· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cf, Cg Â›Ó·È Ù· K, §.

ñ OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ K Î·È § Â›Ó·È 2 Î·È 6 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

ñ ÕÚ· ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = g(x) Â›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 2 Î·È 6.

ii)  

Œ¯Ô˘ÌÂ: f(x) > g(x) ⇔ –2 ≤ x < 2  ‹  6 < x < 7.

iii) ·) f(x) > 0 > g(x) ⇔ –2 ≤ x < 1.

‚) f(x) < 0 < g(x) ⇔ 3 < x < 5.
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K

OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = g(x) Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
ÙˆÓ Cf, Cg.

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô M(x, f(x)) ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÛË-
ÌÂ›Ô N(x, g(x)) ÙË˜ Cg Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË (‰ËÏ·‰‹ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ
›‰È· Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›·) ÌÂ ÙÔ N. OÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ fiÏˆÓ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
M Â›Ó·È ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ f(x) > g(x).

KEFALAIO.35b.tel.  19-07-12 15:43  ™ÂÏ›‰· 309



�E‡ÚÂÛË Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÈÌÒÓ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ·fi ÙËÓ Cf

�9.  ŒÛÙˆ f Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔ-
ÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f.

TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È
ÙÔ [–1, 5].

�KoÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜:
i) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· yãy     ii) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· xãx

§§‡‡ÛÛËË
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TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Â›-
Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛË-
ÌÂ›ˆÓ ÙË˜ C f.
ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ
ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f, Ê¤ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚÔ-
‚ÔÏ‹ ÙË˜ C f (‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜
Cf) ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó
Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f.

AÓ C Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f
ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A Î·È M(x, y) ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤-
‰Ô˘, ÙfiÙÂ:

ñ (TÔ M Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· y �y) ⇔

M ∈ C            y = f(x)       y = f(0)
⇔ { ⇔ { ⇔ { ⇔

M ∈ y �y           x = 0           x = 0

⇔ M(0, f(0) (ÂÊfiÛÔÓ 0 ∈ A)

™˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:
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�10.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = –3(x + 1)(x – 2):
i) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y      ii) ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

H f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ A = �.

§§‡‡ÛÛËË
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°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·
ÙË˜ C ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x, Ï‡ÓÔ˘ÌÂ
ÚÒÙ· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = 0. T·
˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù·
ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ M(x, 0), fiÔ˘
x Ú›˙· ÙË˜ (1) (‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ ÌfiÓÔ ÙÈ-
Ì¤˜ ÙÔ˘ x Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Â‰›Ô
ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f ).

→ AÓ 0 ∈ A, ÙfiÙÂ Ë C ¤¯ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y ¤Ó· ÌfiÓÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÙÔ
M(0, f(0)).

→ AÓ 0 ∉ A, ÙfiÙÂ Ë C ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y. 

ŒÙÛÈ Ë C ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y [fiˆ˜ Î·È ÌÂ ÔÔÈ·-
‰‹ÔÙÂ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ( // y �y) Â˘ıÂ›·].

M ∈ C
ñ (TÔ M Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x �x) ⇔ { ⇔

M ∈ x �x
y = f(x)           f(x) = 0

⇔ { ⇔ { ⇔ M(x, 0) ÌÂ f(x) = 0
y = 0              y = 0

ŒÙÛÈ ÙÔ M(x, y) Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C Î·È ÙÔ˘ x �x ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó y = 0 Î·È
ÙÔ x Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ f(x) = 0.

°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ C ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y, ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔÓ Ù‡Ô
ÙË˜ f fiÔ˘ x ÙÔ 0 (ÂÊfiÛÔÓ 0 ∈ A) Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ f(0). TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÎÔÈÓfi
ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ÙÔ M(0, f(0)).

f(x) = 0 ⇔ x = x1 ‹  x = x2 ‹  x = x3
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�11.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

f(x) = (x2 – 9) √x – 2 ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f. H f ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ x ÌfiÓÔ ·Ó x – 2 ≥ 0,
‰ËÏ·‰‹ ÌfiÓÔ ·Ó x ≥ 2. ÕÚ· Ë f ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A = [2, +∞).

MÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) fiÔ˘ y ÙÔ 0 Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ x. Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(x) = 0 ⇔ (x2 – 9) √x – 2 = 0 ⇔ (x2 – 9 = 0  ‹ √x – 2 = 0) ⇔

⇔ (x2 = 9  ‹  x – 2 = 0) ⇔ (x = – 3  ‹  x = 3  ‹  x = 2).

ŸÌˆ˜, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A = [2, +∞), ‰ÂÎÙ¤˜ Â›Ó·È ÌfiÓÔ ÔÈ
ÙÈÌ¤˜ x = 2 Î·È x = 3. ÕÚ· Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù· K(2, 0) Î·È §(3, 0).

MÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y
EÂÈ‰‹ Ô ·ÚÈıÌfi˜ x = 0 ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ f, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ
Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y.

§§‡‡ÛÛËË
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™¯fiÏÈÔ ÁÈ· ÙÔ i)

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x)
fiÔ˘ x ÙÔ 0, ‰ËÏ·‰‹ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ
f(0) (·ÊÔ‡ 0 ∈ A = � ).

[O ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ Â›Ó·È Ë
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘.]

i) ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(0) = – 3(0 + 1)(0 – 2) =
= – 3 · 1 · (–2) = 6

ñ TÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ÙÔ
M(0, 6).

™¯fiÏÈÔ ÁÈ· ÙÔ ii)

B¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = f(x) fiÔ˘ y
ÙÔ 0 Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÚÔ˜ x.

[OÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ Â›Ó·È ÔÈ ÙÂ-
ÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ.]

ii) ñ Œ¯Ô˘ÌÂ:
f(x) = 0 ⇔ –3(x + 1)(x – 2) = 0 ⇔
⇔ (x + 1 = 0 ‹ x – 2 = 0) ⇔
⇔ (x = –1 ‹ x = 2)

ñ T· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù·
M1(–1, 0)  Î·È  M2(2, 0).
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�KÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�12.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ  f(x) = 2x2 – x + 4  Î·È  g(x) = x2 + 2x + 4.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x). OÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·˘Ù‹˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÈ˜
ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ. Œ¯Ô˘ÌÂ:

f(x) = g(x) ⇔ 2x2 – x + 4 = x2 + 2x + 4 ⇔

⇔ 2x2 – x2 – x – 2x = 0 ⇔ x2 – 3x = 0 ⇔

⇔ x(x – 3) = 0 ⇔ (x = 0 ‹ x – 3 = 0) ⇔

⇔ (x = 0 ‹ x = 3).
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ŒÛÙˆ f Î·È g ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, C f Î·È Cg ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯· Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ C f Î·È Cg.
°È· ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô M(x, y) ¤¯Ô˘ÌÂ:

M ∈ Cf y = f(x)          f(x) = g(x)
(M ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ C f , Cg ) ⇔ { ⇔ { ⇔ {

M ∈ Cg y = g(x)         y = f(x)

ŒÙÛÈ, ÁÈ· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cf ,
Cg, Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂÒÓ ÙÔ˘˜,

y = f(x)
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:  { y = g(x)
™ÙËÓ Ú¿ÍË Û˘Ó‹ıˆ˜ Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË f(x) = g(x). OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ (Ú›˙Â˜) ·˘-
Ù‹˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ
˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ. °È· Î¿ıÂ Ï‡-
ÛË x Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓË y ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ‚¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ
x ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g (ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ó·È), ‰Ë-
Ï·‰‹ ·fi ÙË Û¯¤ÛË y = f(x) (‹ y = g(x)).

f(x) = g(x) ⇔ x = x1 ‹ x = x2

y1 = f(x1) = g(x1)

y2 = f(x2) = g(x2)
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ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·:

ñ TÔ ¤Ó·, ¤ÛÙˆ §, ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 0. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·È ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘ §,
‚¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x = 0 ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g (ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ó·È). ¶ÚÔ-
Î‡ÙÂÈ y = f(0) = g(0) = 4, ¿Ú· ÙÔ § ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (0, 4).

ñ TÔ ¿ÏÏÔ, ¤ÛÙˆ N, ¤¯ÂÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 3. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·È ÙËÓ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙÔ˘
N, ‚¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x = 3 ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ f ‹ ÙË˜ g. ¶ÚÔÎ‡ÙÂÈ
y = f(3) = g(3) = 19, ¿Ú· ÙÔ N Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô N(3, 19).

�KÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�13.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ f(x) = x3, g(x) = x2 + 3x – 2 Î·È h(x) = 4x.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË g(x) = h(x) Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:  g(x) = h(x) ⇔

⇔ x2 + 3x – 2 = 4x ⇔ x2 + 3x – 2 – 4x = 0 ⇔ x2 – x – 2 = 0 ⇔ x = –1  ‹  x = 2.

°È· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ  g(–1) = (–1)2 + 3(–1) – 2 = – 4 [= h(–1)].
°È· x = 2 ¤¯Ô˘ÌÂ  g(2) = 22 + 3 · 2 – 2 = 8 [= h(2)].

§§‡‡ÛÛËË
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°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Cf, Cg, Ch ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
f, g, h ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ú¤ÂÈ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ

y = f(x)
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·:  { y = g(x)

y = h(x)

°È· Ó· Á›ÓÂÈ ·˘Ùfi, Û˘Ó‹ıˆ˜:

ñ §‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙËÓ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚË ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂÈ˜ f(x) = g(x), g(x) = h(x), h(x) = f(x), ¤ÛÙˆ, .¯., ÙËÓ g(x) = h(x).
BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤ÙÛÈ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ Cg, Ch.

ñ °È· Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô M(x0, y0) ·fi ·˘Ù¿ Ô˘ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ, ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ·Ó Ë C f

‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ M (‰ËÏ·‰‹ ·Ó f(x0) = y0). AÓ Ó·È, ÙfiÙÂ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÎÔÈÓfi ÛË-
ÌÂ›Ô ÙˆÓ Cf, Cg, Ch.
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ŒÙÛÈ, ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ g Î·È h ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· Ù· M(–1, – 4) Î·È
N(2, 8) Î·È ÌfiÓÔ ·˘Ù¿. EÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÒÚ· ·Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f ‰È¤Ú¯Â-
Ù·È (ÂÚÓ¿ÂÈ) ·fi ÙÔ M ‹ ÙÔ N. Œ¯Ô˘ÌÂ:

ñ f(–1) = (–1)3 = –1 ≠ – 4, ¿Ú· Ë C f ‰Â ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ M.

ñ f(2) = 23 = 8 [= g(2) = h(2)], ¿Ú· Ë C f ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ N.

TÂÏÈÎ¿, ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ f, g, h ¤¯Ô˘Ó ÌÔÓ·‰È-
Îfi ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ N(2, 8).

�™¯ÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ¿ÍÔÓ· xãx

�14.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË C ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) = – 3(x + 2)(x – 5)  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È:
i) ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x            ii) Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x 
iii) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ     iv) ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ

OÈ Ú›˙Â˜ Î·È ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË˜  – 3(x + 2)(x – 5)  Ê·›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔÓ
‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î·.

i)   f(x) > 0 ⇔ –2 < x < 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (2, 5).

§§‡‡ÛÛËË
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§¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x:

ñ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô x0 (‹ ÁÈ· x = x0), fiÙ·Ó ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô M(x0, f(x0)) ÙË˜ Cf ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ
·fi ÙÔÓ x �x, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó f(x0) > 0.

ñ Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ¢, fiÙ·Ó f(x) > 0 ÁÈ· Î¿ıÂ
x ∈ ¢.

AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ «Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x» (f(x) < 0), «·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È
¿Óˆ» (f(x) ≥ 0), «·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ» (f(x) ≤ 0).
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ii)  f(x) < 0 ⇔ x < –2 ‹ x > 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· (–∞, –2) Î·È (5, +∞).

iii) f(x) ≥ 0 ⇔ –2 ≤ x ≤ 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [–2, 5].

iv) f(x) ≤ 0 ⇔ x ≤ –2 ‹ x ≥ 5.
H C ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È Î¿Ùˆ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· (–∞, –2] Î·È [5, +∞).

�™¯ÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

�15.  N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÛÂ ÔÈ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
f(x) = x2 + 1  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜  g(x) = 9 – x2.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË f(x) > g(x) Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

f(x) > g(x) ⇔ x2 + 1 > 9 – x2 ⇔ x2 + x2 > 9 – 1 ⇔ 2x2 > 8 ⇔

⇔ x2 > 4 ⇔ √x2 > √4  ⇔ |x| > 2 ⇔ (x < –2 ‹ x > 2).

ŒÙÛÈ, Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È Ù· (–∞, –2) Î·È (2, +∞).

§§‡‡ÛÛËË
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ŒÛÙˆ f, g ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂÈ˜ C f, Cg ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë C f ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙËÓ Cg:

ñ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô x0 (‹ ÁÈ· x = x0) fiÙ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ÙË˜ Cf ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0 [‰ËÏ·‰‹ M(x0, f(x0))]
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Cg ÌÂ ÙÂ-
ÙÌËÌ¤ÓË x0 [‰ËÏ·‰‹ ÙÔ N(x0, g(x0))], ‰ËÏ·‰‹
fiÙ·Ó f(x0) > g(x0).

ñ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ¢ fiÙ·Ó f(x) > g(x) ÁÈ· Î¿ıÂ x ∈ ¢.

AÓ¿ÏÔÁ· Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜: C f Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ Cg (f(x) < g(x)), Cf ·fi ÙËÓ
Cg Î·È ¿Óˆ (f(x) ≥ g(x)), Cf ·fi ÙËÓ Cg Î·È Î¿Ùˆ (f(x) ≤ g(x)).
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�™¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ Cf Î·È ÙË˜:     i) C –f ii) C|f|
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ŒÛÙˆ f ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x Î·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ A.

ñ H C–f , ‰ËÏ·‰‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ – f(x), ·ÔÙÂÏÂ›-
Ù·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ N(x, – f(x)). ŸÌˆ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
N(x, – f(x)) Â›Ó·È Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ M(x, f(x)) ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x. ŒÙÛÈ:

f(x), ·Ó f(x) ≥ 0
ñ IÛ¯‡ÂÈ:  |f(x)| = {

–f(x), ·Ó f(x) < 0

H C| f |, ‰ËÏ·‰‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ |f(x)|, ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜:

N(x, f(x)),   ·Ó f(x) ≥ 0 [‰ËÏ·‰‹ ·Ó ÙÔ (x, f(x)) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi
ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ]N(x, |f(x)|) ≡ { N(x, – f(x)), ·Ó f(x) < 0 [‰ËÏ·‰‹ ·Ó ÙÔ (x, f(x)) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î¿Ùˆ
·fi ÙÔÓ x �x]

EÔÌ¤Óˆ˜:

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ – f(x) Â›Ó·È Ë Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÁÚ·ÌÌ‹
ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y �y.

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜ |f(x)| ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È:

ñ ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔ-
ÓÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È ¿Óˆ.

ñ ·fi Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x ÙˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ Cf Ù·
ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x.
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�16.  ™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ
ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f. N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ
ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜:
i)  g(x) = –f(x)
ii) h(x) = |f(x)|

i)  H Cg Â›Ó·È Ë Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÁÚ·ÌÌ‹

ÙË˜ C f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.

ii) H Ch ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È:

ñ ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›-
ÛÎÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x Î·È
¿Óˆ.

ñ ·fi Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· x �x ÙÌ‹Ì·Ù· ÙˆÓ ÙÌËÌ¿-
ÙˆÓ ÙË˜ Cf Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Î¿Ùˆ
·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x �x.

§§‡‡ÛÛËË
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